Simulation of grain structure of aluminum alloys with cellular automata method by Govže, Viktor
UNIVERZA V LJUBLJANI
Fakulteta za strojništvo
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Razvita in numerično implementirana je simulacija mikrostrukture in mikroizcejanja
v dveh dimenzijah za problem strjevanja večsestavinskih aluminijevih zlitin. Iz ma-
kroskopskega simulacijskega okolja za polkontinuirno litje je pridobljena temperaturna
zgodovina za del področja na katerem je simulirana mikrostruktura. Upoštevana je
heterogena nukleacija in anizotropna površinska energija. Postopek reševanja temelji
na kombinaciji metode celičnih avtomatov in končnih volumnov. Na podlagi lineari-















Simulation of grain structure and microsegregation of multicomponent aluminum al-
loys during solidification is developed and numerically implemented. Input temperature
history for microstructure development is obtained from macroscopic simulation envi-
ronment for semi-continuous casting. Heterogenous nucleation is taken into account,
as well as anisotropic surface energy. The solution process is based on combination of
cellular automata and finite volume method. Using linearized phase diagram, qualita-




Kazalo slik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix
Kazalo preglednic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x
Seznam uporabljenih simbolov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi
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beli. Povzeto po [20]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Slika 2.5: Radiji ukrivljenost 3-D geometrijskih teles. Povzeto po [20]. . . . . 9
Slika 2.6: Zamik faznega diagrama zaradi pozitivne ukrivljenosti trdne faze.
Prirejeno po [20]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Prirejeno po [37]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Slika 5.1: Oblika zrna za primer (a) A in (b) B. . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Slika 5.2: Oblika zrna za primer (a) C in (b) D. . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Slika 5.3: Hitrost konice dendrita za primer (a) C in (b) D. . . . . . . . . . . 24
Slika 5.4: Izcejna profila za primer (a) C in (b) D. . . . . . . . . . . . . . . . 25
Slika 5.5: Temperaturna zgodovina delcev, ki se pomikajo po tokovnicah A, B
in C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
Slika 5.6: Zrnatost strukture na tokovnici A (a) simulacija in (b) meritev. . . 28
Slika 5.7: Zrnatost strukture na tokovnici B (a) simulacija in (b) meritev. . . 28
Slika 5.8: Zrnatost strukture na tokovnici C (a) simulacija in (b) meritev. . . 29
Slika 5.9: Izcejna profila legirnih elementov na tokovnici A. . . . . . . . . . . 30
Slika 5.10: Izcejna profila legirnih elementov na tokovnici B. . . . . . . . . . . 31
Slika 5.11: Izcejna profila legirnih elementov na tokovnici C. . . . . . . . . . . 32
ix
Kazalo preglednic
Preglednica 5.1: Podatki o binarni zlitini Al-Cu. . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Preglednica 5.2: Podatki o diskretizaciji računske domene in računskem času
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a m dolžina stranice kvadratne celice
c / število sosednjih celic
d m razdalja
f / volumski ali masni delež
f / povprečni volumski ali masni delež
k / ravnovesno delilno razmerje
m / število sestavin
p Pa tlak
r m radij
s / simetrijski red
t s čas
v m s−1 hitrost
v m s−1 povprečna hitrost
w / utežni koeficient
z m razdalja vzdolž osi
A m2 površina
C / koncentracija
D m2 s−1 difuzijski koeficient
F / delež v lokalni okolici
G J Gibbsova prosta energija
H J entalpija
J / sosednja celica
K / število
N mol število molov




Z / ASTM indeks
I / delno strjena celica
L / celica brez trdne faze
S / trdna celica
c m vektor položaja težišča
j kg m−2 s−1 vektor snovnega toka
n / vektor normale na površino
p m vektor položaja
v m s−1 vektor hitrosti
C / vektor koncentracij
α / podrelaksacijski koeficient časovnega koraka
γ J m−3 površinska energija
xi
γ J m−3 povprečna površinska energija
ε / moč anizotropije
η m2 gostota nukleacije
θ rad kot normale površine
κ m−1 srednja ukrivljenost
µ J mol−1 kemični potencial
ν / verjetnost za nukleacijo
ρ kg m−3 gostota
χ / naključno število
Γ K m Gibbs-Thomsonov koeficient
Σ / Vsota utežnih koeficientov
Ψ J m−3 površinska togost
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LFDT Laboratorij za dinamiko fluidov in termodinamiko
LSMP Laboratorij za simulacijo materialov in procesov
IMT Inštitut za kovinske materiale in tehnologije
MKR metoda končnih razlik
MKE metoda končnih elementov
MKV metoda končnih volumnov
LGK Lipton–Glicksman-Kurz
















Razvoj mikrostrukture pri strjevanju kovinskih materialov ključno vpliva na njihove
mehanske lastnosti, zato so se začeli za njeno napoved razvijati fizikalni modeli in
specializirane računalniške metode [1, 2].
V Laboratoriju za simulacijo materialov in procesov (LSMP) na Inštitutu za kovinske
materiale in tehnologije (IMT) in Laboratoriju za dinamiko fluidov in termodinamiko
(LFDT) na Fakulteti za strojništvo (FS) razvijajo simulacijsko okolje, ki na več ve-
likostnih merilih simulira celoten proces elektromagnetnega polkontinuirnega ulivanja
okroglih gredic iz aluminijevih zlitin [3].
Simulacijsko okolje zajema tudi simulacijo strukture zrn. Zaključna naloga je nastala
iz potrebe po večji natančnosti simulacije strukture zrn in je v osnovi nadgradnja
obstoječe numerične implementacije.
Na Sl. 1.1 sta prikazani struktura in medsebojne relacije simulacijskega okolja. Skupen
vsem delom simulacijskega okolja je podatkovna baza snovnih lastnosti [4]. Sl. 1.2
prikazuje proces polkontinuirnega litja. Sl. 1.3a prikazuje ulite aluminijeve gredice.
Slika Sl. 1.3b prikazuje rezultate simulacijskega okolja.
Slika 1.1: Struktura simulacijskega okolja. Prirejeno po [3].
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Slika 1.2: Shematski prikaz elektromagnetnega polkontinuirnega litja. Prirejeno
po [3].
(a) (b)
Slika 1.3: (a) Ulite aluminijeve gredice in (b) rezultati simulacijskega okolja.
Prirejeno po [3].
1.2 Simulacija strukture zrn
Za simulacijo strukture zrn je posebej pomembna temperaturna in koncentracijska
zgodovina za pot snovnega delca znotraj gredice. Pridobljena je iz modela makro str-
jevanja, ki na osnovi brezmrežnih metod rešuje tokovne, energijske in elektromagnetne
2
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enačbe, povezane s procesom polkontinuirnega litja [5]. Gredica je osno simetrična,
zato se problem rešuje v r-z koordinatah, kot prikazano na Sl. 1.3b [6]. Na sliki so z
belo prikazane tokovnice, po katerih se simulirani delci snovi premikajo.
Za reševanje vodilnih enačb za razvoj mikrostrukture se uporabljajo različne numerične
metode; metode končnih razlik (MKR) [7], končnih elementov (MKE) [8], končnih
volumnov (MKV) [9], Monte Carlo metode [10], brezmrežne metode [11] itd.
V kombinaciji z metodami za reševanje vodilnih enačb je pri razvoju mikrostrukture
potrebno modelirati še rast zrn. Najpopularnejši metodi za ta namen sta metoda
faznega polja [11–13] in metoda celičnih avtomatov [14–19].
Metoda faznega polja temelji na uvedbi zvezne spremenljivke ψ, za katero velja ψ ∈
[1,−1]. Vrednost ψ = −1 ustreza kapljeviti fazi, 1 pa trdni fazi. Področje ψ ∈
(−1, 1) aproksimira področje medfaznega roba. Metoda je računsko zelo zahtevna,
saj se poleg vodilnih enačb problema rešuje še močno nelinearna diferencialna enačba
za spremenljivko ψ. Po drugi strani je zelo natančna in je v njo mogoče vgraditi
kompleksno fiziko.
Za namen simulacije v tej nalogi je uporabljena metoda končnih volumnov, rast pa
je simulirana z metodo celičnih avtomatov. Metodi sta opisani v poglavju 4. Nume-
rična implementacija, narejena v okviru tega dela, omogoča simulacijo večsestavinskih
sistemov.
V nalogi so najprej predstavljena izbrana poglavja iz teorije strjevanja [20], ki se na-
vezujejo na simulacijo strukture zrn za obravnavano aplikacijo. Kompleksne izpeljave
so izpuščene, predstavljene so le najpomembnejše ugotovitve.
Predstavljena sta fizikalni in numerični model, na katerima temelji računalniška simu-
lacija. Na koncu so predstavljeni rezultati simulacije strukture zrn binarne zlitine in
primerjava rezultatov večsestavinske zlitine z metalografskimi vzorci.
1.3 Cilji naloge
Cilj zaključne naloge je simulacija strukture zrn večsestavinskih aluminijevih zlitin v
2-D in primerjava rezultatov z eksperimentalnimi podatki. Željen je prikaz strukture
zrn, ki se z ustrezno toleranco ujema s tem, kar se v tehnološkem procesu dejansko
zgodi.
Pri numerični implementaciji difuzije ni pričakovati večjih težav, saj je teorija zanjo
dobro razvita. Metoda celičnih avtomatov je odvisna od računske mreže, kar bi lahko
povzročilo večje težave pri verifikaciji implementacije. Ta tema je v literaturi sicer
večkrat obravnavana, vendar pa vprašanja, ki se pojavljajo v zvezi s to metodo, še niso
dodobra pojasnjena [21,22].
Pričakovane težave so tudi pri programiranju in nadgradnji obstoječega programa, saj





2.1.1.1 Gibbsova prosta energija
Gibbsova prosta energija (G) je energijska funkcija, ki se uporablja za popis termodi-
namskega stanja večsestavniskih ali večfaznih sistemov. Diferencialna oblika Gibbsove
proste energije za večsestavinske sisteme je definirana kot




kjer je S entropija, T temperatura, V volumen, p tlak, Ni število molov i-te sestavine
in µi kemični potencial i-te sestavine. Enačba je odvisna od temperature in tlaka, ki
sta merljivi, zato je za popis lastnosti snovi zelo uporabna.
2.1.1.2 Termodinamsko ravnovesje
Termodinamsko ravnovesje opisuje stanje sistema, v katerem se spremembe fizikalnih
veličin s časom ne dogajajo več. Poznamo mehansko, termično, kemično in fazno
ravnovesje. Ravnovesni pogoji termodinamskega sistema so lahko določeni po principu
maksimalne entropije ali minimalne Gibbsove proste energije.
V praksi je večina procesov prehitrih in termodinamsko ravnovesje med procesom ni
doseženo. Taki procesi so ponavadi obravnavani diferencialno, kjer je lahko predposta-
vljeno lokalno termodinamsko ravnovesje in so uporabljena načela neravnovesne ter-
modinamike (mehanike kontinuumov).
Gibbsovo fazno pravilo
Za splošen termodinamski sistem je z Gibbsovim faznim pravilom ugotovljeno število




Pravilo izhaja iz definicije termodinamskega ravnovesja, kjer mora za celoten sistem
veljati termično ravnovesje T = konst., mehansko ravnovesje p = konst. in kemično
ravnovesje vseh sestavin in faz, µ = konst.
Gibbsovo fazno pravilo je definirano kot
KF = KS −Kϕ + 2, (2.2)
kjer je KF število prostostnih stopenj sistema, KS število sestavin in Kϕ število faz.
2.1.2 Fazni diagrami
V faznih diagramih so predstavljeni pogoji termodinamskega ravnovesja snovi v odvi-
snosti od temperature, tlaka in sestavin v primeru večsestavinskih ali večfaznih siste-
mov. Določeni so z meritvami ali pa izračunani iz pogojev termodinamskega ravnovesja.
Stabilna je faza, ki ima pri danih pogojih najnižjo Gibbsovo prosto energijo.
Pri procesih strjevanja zlitin je navadno predpostavljen konstanten atmosferski tlak.
Gibbsovo fazno pravilo (2.2) zato postane KF = KS − Kϕ + 1, fazni diagrami pa so
obravnavani le v odvisnosti od temperature in sestavin.
2.1.2.1 Binarni sistemi
Ob predpostavki konstantnega tlaka sta spremenljivki binarnega sistema le tempera-
tura in koncentracija ene sestavine. Področja stabilnih faz označujejo ploskve, področja
faznih prehodov med njimi pa krivulje.
Take diagrame je najlažje vizualizirati, niso pa nujno enostavni. Lahko se pojavijo razne
invariantne reakcije, ki niso tema te zaključne naloge in niso vključene v simulacijo.
V najpreprostejšem binarnem sistemu obstaja samo ena trdna faza. Tak sistem se
imenuje izomorfni sistem, sestavini v njem izkazujeta popolno topnost. Njegov fazni
diagram je prikazan na Sl. 2.1. Ordinatna os na diagramu prikazuje temperaturo,
abscisna os pa koncentracijo topljenca (B) v topilu (A).
Slika 2.1: Izomorfni binarni fazni diagram. Prirejeno po [20].
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V binarnih sistemih je lahko ena sestavina izražena z drugo, saj masna deleža sestavin,
fA in fB, sestavljata celoto, fA + fB = 1. Navadno je pri izračunih zasledovana tista
sestavina, ki je je v sistemu manj. Za podpoglavje o binarnih sistemih so zapisane
relacije, ki se nanašajo na topljenec.
Likvidus in solidus
Zgornja krivulja faznega diagrama se imenuje likvidus in opredeljuje začetek strjevanja
taline. Z njo povezana temperatura se imenuje likvidus temperatura in je označena s
Tl. Konec strjevanja opredeljuje spodnja krivulja, solidus. Z njo povezana temperatura
se imenuje solidus temperatura in je označena s Ts.









kjer je C koncentracija topljenca. Ravnovesni temperaturi Tl in Ts zaradi spremembe
koncentracije sta pridobljeni z njunim razvojem v Taylorjevo vrsto
Tl(C + dC) = Tl(C) +mldC in Ts(C + dC) = Ts(C) +msdC, (2.4)
kjer so zanemarjeni členi višjega reda.
Vzvodno pravilo
Za izbrano koncentracijo topljenca je v območju strjevanja z vzvodnim pravilom določen
masni ali volumski delež trdne in kapljevite faze, fs in fl. Cl je ravnovesna koncentracija
topljenca v kapljeviti fazi, Cs pa v trdni fazi. Vzvodno pravilo je definirano kot
fsCs + flCl = C, (2.5)
pri čemer se volumska ali masna deleža trdne in kapljevite faze v primeru, da ni poro-
znosti, seštevata v celoto
fs + fl = 1. (2.6)
V nalogi so obravnavane aluminijeve zlitine, kjer se gostota med fazama razlikuje le
nekaj odstotkov. Volumski delež je zato približno enak masnemu deležu.
Ravnovesno delilno razmerje







V tro- ali več- sestavinskih sistemih se likvidus in solidus krivulji posplošita na plo-
skve in hiperploskve (ploskve v večdimenzionalnem prostoru), odvisno od tega koliko
prostostnih stopenj ima sistem v večfaznem področju.
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V trosestavinskem oz. ternarnem sistemu sta likvidus in solidus prikazani s ploskvama,
kot prikazuje Sl. 2.2.
Slika 2.2: Izomorfni ternarni fazni diagram. Prirejeno po [20].
V binarnih sistemih so karakteristične značilnosti snovi (npr. likvidus temperatura,
ravnovesno delilno razmerje itn.) odvisne od enega topljenca, v večsestavinskih sistemih
pa so odvisne od n topljencev. Število vseh sestavin (vključno s topilom) v sistemu je
n+ 1.








Spremeni se izraz za naklon likvidus in solidus krivulj. Temperaturi sta odvisni od








Analogno binarnim zlitinam sta Tl in Ts zaradi spremembe koncentracije sestavin več-
sestavinskega sistema pridobljeni z njunim razvojem v Taylorjevo vrsto





















kjer so zanemarjeni členi višjega reda. C je vektor vseh koncentracij. Ravnovesno








2.1.2.3 Linearizirani fazni diagrami
Meje med fazami na faznem diagramu so lahko linearizirane, kar je fizikalno smiselno
za razredčene sisteme, kjer močno prevladuje topilo. Na ta način so poenostavljene
zveze med spremenljivkami faznega diagrama. Natančnost linearne aproksimacije je
odvisna faznega diagrama in območja linearizacije.
Če je na nekem območju koncentracij predpostavljen lineariziran fazni diagram, so
nakloni likvidus mil in solidus m
i
s za vse sestavine konstantni. Lineariziran binarni
diagram je prikazan na Sl. 2.3.
Slika 2.3: Linearizirani binarni fazni diagram na nekem območju koncentracij.
Prirejeno po [20].
Za neko končno veliko spremembo koncentracije i-te sestavine in pripadajoče spre-
membe likvidus in solidus temperature, ∆Tl in ∆Ts v lineariziranem faznem diagramu,








kar je analogno En. (2.9). Ravnovesno delilno razmerje za i-to komponento je v primeru






Na meji med talino in kristalom sta strukturi taline in kristala povsem različni, kot
prikazuje Sl. 2.4. Atomi taline itereagirajo z atomi, vezanimi v kristalni strukturi,
atomi vezani v kristali strukturi pa imajo v okolici tudi atome, ki še niso vezani.






kristala so črni, atomi
taline pa beli. Povzeto
po [20].








kjer Asl predstavlja površino meje med kapljevito in trdno
fazo, Vs pa predstavlja volumen trdne faze.
Srednja ukrivljenost je določena tudi, če sta na izbranem
delu površine poznana minimalni in maksimalni radij ukri-











Na Sl. 2.5 so prikazani radiji ukrivljenosti za nekatera 3-D geometrijska telesa. V 2-D
obstaja samo en radij ukrivljenosti.
Slika 2.5: Radiji ukrivljenost 3-D geometrijskih teles. Povzeto po [20].
Posledica presežka proste energije je zamik likvidus in solidus krivulj snovi višje ali
nižje oz. podhladitev zaradi ukrivljenosti ∆Tukr. Zamik prikazuje slika 2.6.
Ukrivljenost povzroči raztapljanje pri nižji ali višji temperaturi, kot jo predvidi ravno-
vesni fazni diagram in spremeni ravnovesni koncentraciji v kapljeviti in trdni fazi. Oba
dejavnika pomembno vplivata na morfologijo nastale strukture.




Zvezo med srednjo ukrivljenostjo, podhladitvijo zaradi ukrivljenosti in površinsko ener-
gijo za čisto snov popisuje Gibbs-Thomsonova enačba
∆Tukr = 2 Γsl κ, (2.16)
kjer je predpostavljena izotropna površinska energija. Γsl je Gibbs-Thomsonov koefi-






kjer je ∆Smf molska entropija faznega prehoda in V
m molski volumen faze. Je snovna
lastnost.
Površinska energija kristaliničnih snovi ni izotropna, kot je predpostavljeno v Gibbs-
Thomsonovi enačbi. Anizotropijo površinske energije upošteva Herringova relacija, ki
je v 2-D definirana kot
∆Tukr(θ) = κ V





kjer je θ kot med normalo na površino kristala in smerjo največje površinske energije.
Enačba γsl+d
2γsl/dθ
2 je definicija površinske togosti Ψsl. Vpliv anizotropije je ključen
pri tvorbi oblike in sestave zrn.
2.2 Nukleacija
Nukleacija je proces, kjer se v podhlajeni talini čiste snovi ali zlitine začnejo pojavljati
kristalne kali.
Zaradi enostavnosti obravnave je predpostavljeno, da je kristalna kal sferične oblike.
Da je njena rast mogoča mora biti radij kali r enak ali pa presegati kritični radij rkr.
Kritični radij je dosežen takrat, ko je podhladitev zaradi ukrivljenosti enaka podhladitvi





S povečevanjem podhladitve taline je za rast nastajajočih kristalnih kali potreben
čedalje manjši kritični radij.
Pomembna lastnost nukleacije je frekvenca nastajanja kristalnih kali. Nukleacija je
lahko homogena ali heterogena.
Homogena nukleacija se pojavi v talini čiste snovi in je precej nerealistična predstava
tega, kar se dogaja v inženirskih in laboratorijskih primerih [20]. Predvideva, da se
nukleacija zgodi šele pri zelo velikih podhladitvah, tam pa se frekvenca nukleacij v
relativno majhnem podhladitvenem intervalu spremeni za več redov velikosti.
10
Teorija strjevanja
V praksi homogene nukleacije ni, saj taline vedno vsebujejo nečistoče okrog katerih
lažje nastajajo kristalne kali. Nukleacija se zato v resnici zgodi zelo blizu likvidus
temperature snovi.
Z namenskim uvajanjem nečistoč oz. ofinjevalcev je možno kontrolirati zrnatost na-
stale mikrostrukture. Ofinjevalec mora biti kemično kompatibilen s talino. V primeru
aluminijevih zlitin se za ta namen uporablja titanov diborid - TiB2.
2.3 Dendritna rast
Zaradi anizotropne površinske togosti kristal hitreje raste tam, kjer je površinska togost
manjša. Tudi če je začetna oblika kristala sferična, čez čas nastane drevesu podobna
struktura kristala, ki je poimenovana dendrit, proces pa dendritna rast.
Dendrit ima lahko več vej. Veje, ki nastanejo iz kristalne kali so primarne veje. Sekun-
darne veje izhajajo iz primarnih vej, terciarne iz sekundarnih itn. Slika 2.7 prikazuje
dve strukturi, ki nastajata pri strjevanju vode in bakra.
(a) (b)
Slika 2.7: (a) Snežinka [23] in (b) bakrov dendrit [24].
Anizotropija površinske energije je običajno modelirana z
γsl = γsl [1 + ε cos(sθ)], (2.20)
kjer je γsl povprečna površinska energija, ε moč anizotropije in s simetrijski red kri-
stalne strukture snovi. Vse te veličine predstavljajo snovne lastnosti. Glede na zgornjo
definicijo je lahko izračunana površinska togost
Ψsl(θ) = γsl + d
2γsl/dθ
2 = γ0sl [1 + (1− s2) ε cos(sθ)]. (2.21)
Površinska togost omejuje orientacije kristalne strukture, saj termodinamika ne dovo-
ljuje negativne površinske togosti. Prav tako je ni opaziti v naravi. Če za snov velja
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(1 − n2) ε ≤ 1, potem so zastopane vse orientacije na površini, saj površinska togost
za nobeno orientacijo ni manjša od 0. Snov izkazuje šibko anizotropijo.
V primeru, da velja (1 − n2) ε > 1, za nekatere orientacije prihaja do negativne po-
vršinske togosti. Tega termodinamika ne dovoljuje, zato se take orientacije površine ne
pojavijo. Snov izkazuje brušeno morfologijo kristalov. Anizotropija je močna. Brušeno
morfologijo kristala ima snežinka, prikazana na Sl. 2.7a.
Večina kovinskih snovi izkazuje šibko anizotropijo, za katere je pri dendritni rasti po-
memben samo učinek ukrivljenosti. Aluminijeve zlitine niso izjema.
2.3.1 Model LGK
Model Lipton-Glicksman-Kurz (LGK) [25] je analitični model razvit za določitev hitro-
sti rasti in radija konice primarne dendritne veje zrna v neskončno veliki talini binarne
zlitine.
V simulaciji strukture zrn je predvsem pomembna hitrost rasti, saj je od tega odvisna







kjer je Dl difuzivnost legirnega elementa v kapljeviti fazi, ml naklon likvidusa za le-
girni element, k ravnovesno delilno razmerje legirnega elementa, Γsl Gibbs-Thomsonov
koeficient, ∆T podhladitev taline in C0 začetna koncentracija legirnega elementa v
talini.
2.4 Transport sestavin
2.4.1 Prvi Fickov zakon
Prvi Fickov zakon temelji na hipotezi, da je snovni tok ji sestavine i proporcionalen
gradientu koncentracije te sestavine. Je popolnoma analogen Fourierjevemu zakonu o
prevodu toplote. Prvi Fickov zakon je definiran kot
ji = −ρiDi∇Ci, (2.23)
kjer je Di je difuzivnost sestavine, ρi pa je gostota sestavine. V splošnem je difuzivnost
lahko anizotropna, odvisna od temperature, kraja itn.
2.4.2 Drugi Fickov zakon
Za popis transportnih pojavov je lahko uporabljena splošna transportna enačba v 3-D,




(ρϕ) +∇ · (ρϕv) = −∇ · j+ Iϕ, (2.24)
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kjer je ρ gostota medija, v hitrost gibanja medija in j tok spremenljivke zaradi difuzije.
Členi od leve proti desni so: tranzientni člen, konvekcijski člen, difuzijski člen in izvorni
člen.
Za modeliranje difuzije je pomemben transport sestavin, ψ = Ci. Če so obravnavani
sistemi, kjer ni izvora sestavin in je v splošno transportno enačbo (2.24) vključen prvi
Fickov zakon, je pridobljen drugi Fickov zakon v obliki
∂
∂t




Fizikalni model za simulacijo strukture zrn je prilagojen postopku polkontinuirnega
litja. Za dovolj majhen delec snovi v katerem se razvija mikrostruktura, je po ce-
lotnem delcu predpostavljeno od prostora neodvisno konstantno temperaturno polje.
Proces strjevanja je že na makroskopski ravni počasen, zato je v delcu gibanje taline
zanemarjeno.
Upoštevano je, da je delec izoliran od okolice, in da se masa v njem ohranja. Za boljšo
aproksimacijo roba delca so tam predpostavljeni periodični robni pogoji. Upoštevano
je, da je gostota snovi znotraj delca med strjevanjem konstantna, saj znaša razlika med
gostoto kapljevite ρl in trdne faze ρs samo nekaj odstotkov.
Model je prilagojen razredčenim aluminijevim zlitinam, kjer so deleži topljencev majhni
v primerjavi z deležem aluminija. Predpostavljeno je, da je fazni diagram okrog no-
minalne sestave gladek, brez posebnih faznih prehodov. Fazni diagram je zato okrog
nominalne sestave lineariziran.
Pri simulaciji strjevanja obstaja velika razlika med difuzivnostjo sestavin v kapljeviti
fazi Dil in difuzivnostjo sestavin v trdni fazi D
i
s. Velja približna relacija D
i
l ≈ 103Dis,
zaradi katere je zanemarjen transport snovi v trdni fazi. Upoštevana je izotropna
difuzivnost, ki ni odvisna od temperature. V nadaljevanju bo zDi označena difuzivnost
sestavine v kapljeviti fazi.
Na medfaznem robu je predpostavljeno lokalno ravnovesje, zato je proces strjevanja
medfaznega roba lahko popisan z uporabo faznega diagrama. Spremembe v koncen-
traciji sestavin na medfaznem robu so pridobljene z reševanjem enačbe za transport
sestavin.
Fizikalni model upošteva tudi nukleacijo. Upoštevana je heterogena nukleacija z uva-





Če je zanemarjeno gibanje snovi in predpostavljena konstantna gostota, dobi Fickov
drugi zakon enostavno obliko,
∂Ci
∂t
= ∇ · (Di∇Ci). (3.1)
Enačba se za obravnavo transporta sestavin v trdni in kapljeviti fazi razlikuje. Potrebno
je upoštevati, da Ci predstavlja koncentracijo topljenca v eni ali drugi fazi, in da je
difuzivnost Di odvisna od faze.
3.2.2 Razmere na medfaznem robu
Obravnavani so večsestavinski sistemi, ki vsebujejo n topljencev. Za i-ti topljenec je
lahko na osnovi predpostavke o lokalnem ravnovesju zapisano vzvodno pravilo.
Vzvodno pravilo lahko z uporabo En. (2.13) in En. (2.6) poveže ravnovesno koncen-
tracijo v kapljeviti fazi Cil in delež trdne faze fs,
Cil (1 + fs(k
i − 1)) = Ci. (3.2)
S časom transport snovi iz medfaznega roba zmanjšuje skupno koncentracijo Ci na
medfaznem robu. Pogoji lokalnega ravnovesja se zato spremenijo za dCi.
Diferencialna oblika En. (3.2) povezuje spremembo pogojev ravnovesja s spremembo
koncentracije na medfaznem robu. Za lineariziran fazni diagram je diferencialna oblika
(1 + fs(k
i − 1))dCil + Cil (ki − 1)dfs = dCi. (3.3)
Ravnovesna likvidus temperatura Tl na medfaznem robu je določena s podhladitvijo
zaradi ukrivljenosti in temperaturo taline v obravnavani domeni Tdom
Tl = Tdom +∆Tukr. (3.4)
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i = Tdom +∆Tukr − Tl(C li , ..., C ln), (3.6)




Vodilne enačbe za razmere na medfaznem robu so lahko za večsestavinske zlitine za-
pisane v matrični obliki Ax = b. Rešitev tega sistema enačb je prirast trdne faze in
sprememb koncentracije kapljevite faze.
Sistem enačb je dimenzije n + 1. Poleg enačb za vsak topljenec je dodana še tempe-
raturna enačba. Za namen boljše preglednosti sta namesto členov, ki nastopajo v En.
(3.3), vpeljani novi spremenljivki,
ai = 1 + fs(ki − 1) in bi = C li(ki − 1), (3.7)
namesto desne strani En. (3.6) pa
∆T = Tdom +∆Tukr − Tl(C li , ..., C ln). (3.8)
S pomočjo teh spremenljivk je tvorjen pregleden sistem enačb,⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1 0 . . . 0 b1
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kjer je η gostota nukleacije, ∆Tdom pa podhladitev taline v obravnavani domeni.














kjer je ηmax je največja gostota nukleacije, ∆Tµ povprečje porazdelitve, ∆Tσ pa je njena
standardna deviacija.
∆Tµ označuje podhladitev, pri kateri se gostota nukleacije najhitreje spreminja, ∆Tσ
pa povečuje interval podhladitve, znotraj katerega se zgodi večina nukleacij.
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4.1 Metoda končnih volumnov
Slika 4.1: Končni volumen z
okolico.
Za reševanje enačbe transporta sestavin je upora-
bljena metoda končnih volumnov [28]. En. (3.1)
je integrirana po kontrolnem volumnu, desna stran
je z uporabo Gaussovega izreka pretvorjena na po-
vršinski integral.









kjer je n je normala na površino kontrolnega volu-
mna in je usmerjena ven iz kontrolnega volumna,
A pa predstavlja površino roba kontrolnega volu-
mna, kot prikazano na Sl. 4.1.
Simulacija je namenjena 2-D problemu, zato volumen postane površina, površina pa
krivulja, ki jo obdaja. Za diskretizacijo na končne volumne je računska domena razde-














i − CPi ) nPJk , (4.2)
kjer indeks P označuje obravnavano celico, J sosednjo celico, c število sosednjih celic,
nPJ pa normalo roba med celicama P in J . Za diskretizacijo gradienta je uporabljena
diferenčna shema prvega reda.
Tranzientni člen En. (4.1) je možno diskretizirati na več načinov [29]. Lahko so upo-
rabljene eksplicitne, implicitne, multi-step metode itn.
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Leva stran En. (4.1) je zaradi računske enostavnosti diskretizirana z uporabo Eulerjeve









Enačba se navezuje na celico P , pri čemer je upoštevano, da je volumen 2-D kvadratne
celice a2, časovni korak pa ∆t.






pri katerem je potrebno upoštevati difuzivnost sestavine z največjo difuzivnostjo v
sistemu Dimax. Zaradi kompleksnosti simulacije je časovni korak lahko podrelaksiran s
koeficientom α ∈ (0, 1].
4.2 Metoda celičnih avtomatov
Metoda celičnih avtomatov predstavlja diskretni matematični model [30, 31], pri kate-
rem je računska domena razdeljena na enake celice. Vsaki celici je pripisano stanje,
celice pa svoje stanje vsako iteracijo avtomatsko spremenijo glede na stanje njihove
lokalne okolice. Pod kakšnimi pogoji celice prehajajo med stanji definirajo pravila, ki
so določena glede na naravo modeliranega fizikalnega procesa.
CA so zaradi svoje preprostosti in učinkovitosti uporabni na več področjih. Uporabljajo
se za optimizacijo struktur [32], simulacijo razširjanja gozdnih požarov [33], simulacijo
rasti možganskih tumorjev [34], na področju procesiranja slik [35] itn.
Lokalna okolica celice, od katere je odvisno njeno stanje, je definirana poljubno, najo-
snovnejši okolici pa sta t.i. Neumannova in Moorova, prikazani na slikah 4.2a in 4.2b.
Poimenovani sta po pionirjih na področju teorije celičnih avtomatov.
(a) (b)
Slika 4.2: (a) Neumannova in (b) Moorova okolica celice.
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V simulaciji so stanja celic lahko 3:
– L - kapljevito,
– I - vmesno,
– S - trdno.
Posebnega pomena so celice tipa I, ki se nahajajo na medfaznem robu in vsebujejo
trdno in kapljevito fazo. Na celicah tipa I se poleg difuzijske enačbe rešuje še sistem
enačb (3.9).
4.2.1 Pravila prehodov med stanji
Celica tipa L spremeni svoje stanje v I, če sta v Moorovi okolici prisotni vsaj 2 celici
tipa S, od teh pa je vsaj 1 tudi v Neumannovi okolici. Dodaten pogoj je, da mora
trdna faza prekriti vsaj 30% površine območja, potrebnega za določitev geometrije
medfaznega roba. Določitev geometrije medfaznega roba je opisana v poglavju 4.2.3.
Pogoja dovoljujeta, da se stikata celici tipa L in tipa S, med katerima ni interakcije.
Celica tipa I spremeni svoje stanje v S, če je njen delež trdne faze po reševanju sistema
enačb (3.9) večji ali enak 1. Pravila v trenutni implementaciji ne dovoljujejo lokalnega
taljenja, kar se fizikalno lahko zgodi.
4.2.2 Pravila difuzije na medfaznem robu
Na medfaznem robu se nahajajo celice tipa I, ki vsebujejo tako trdno kot kapljevito
fazo. Transport sestavin v trdni fazi je zanemarjen, kar pomeni, da interakcije celic S-I
ni. Možna je interakcija celic I-L in I-I.
Slika 4.3: Primer
interakcije celic I-I.
Zaradi posebnih pogojev je desna stran En. (4.2) za inte-
rakcijo I-I prilagojena [9]. Upoštevano je, da delež trdne
faze v celici efektivno zmanjšuje njeno sposobnost za tran-
sport sestavin.
Sl. 4.3 prikazuje interakcijo celic I-I. S sivo je označena
trdna faza, z belo pa kapljevita faza. Iz slike je lahko skle-
pati, da se sestavine v kapljevini ne morejo transportirati
prosto skozi celoten skupni rob celic, ampak skozi del, ki
ga ne zaseda trdna faza.













(1− fs)Di(CJi − CPi ) nPJ a. (4.6)
V primeru, ko fs ≈ 1, transporta sestavin v kapljeviti fazi praktično ni. Če fs ≈ 0, pa
je transport sestavin v kapljeviti fazi praktično neoviran.
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4.2.3 Geometrija medfaznega roba
Za izračun podhladitve in anizotropije površinske energije v celicah tipa I je potrebno
poznati ukrivljenost in orientacijo površine medfaznega roba. Za ta namen je razvitih
več metod, nekaj jih je prikazanih v [36]. V tej nalogi je uporabljena računsko enostavna
metoda štetja [37].
Geometrijske lastnosti medfaznega roba v obravnavani celici so izračunane glede na
okoliške celice v radiju r = 3,5 a. Število celic, ki se nahajajo znotraj tega območja,
ali pa jih seka rob krožnice, je 45.
Lastnosti okolice celice v lokalnem koordinatnem sistemu so težišče trdne faze
c = (cx, cy) in skupna količina trdne faze Fs. Vpliv vsake celice znotraj te okolice je
utežen. Utežni koeficient posamezne celice je označena z wn. Za celice, ki se nahajajo
v celoti znotraj kroga velja wn = 1, za celice na robu pa wn < 1.
Slika 4.4 prikazuje utežno matriko in okolico za izračun geometrije faznega roba. Na
sliki npr predstavlja preferenčno smer rasti, kot θ pa se uporabi pri izračunu podhladitve
zaradi ukrivljenosti.
Slika 4.4: Utežna matrika in okolica za določitev geometrije medfaznega roba.
Prirejeno po [37].
















kjer je pn = (pnx , pny) lokalna koordinata središča n-te celice.
Kot normale na površino v obravnavani celici θP je določen glede na položaj težišča.
Funkcija arctan ni ustrezna za izračun kota za vse položaje težišča, saj se lahko pojavijo
singularne točke. Kot normale je zato določen prek funkcije atan2 (4.9).
θP = atan2(−cy,−cx) (4.9)
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Σ1 + Σ2 fs − Fs
Σ3
, (4.10)
kjer je Σ1 = 15,754 vsota utežnih koeficientov rdeče obarvanega območja utežne ma-
trike, Σ2 = 6,976 vsota utežnih koeficientov rumeno obarvanega območja in Σ3 =
38,484 vsota vseh koeficientov utežne matrike. fs je delež trdne faze v celici I.
Za predvideno delovanje metode štetja, mora biti radij okolice majhen v primerjavi z
najmanjšo geometrijsko značilnostjo medfaznega roba.
4.2.4 Nastanek zrn
V vsakem časovnem koraku simulacije δt obstaja možnost, da se bo zgodila nukleacija.
S povečevanjem podhladitve se povečuje gostota nukleacije glede na Gaussovo porazde-








S poznano spremembo gostote nukleacije je določeno število zrn v računski domeni δΩ,
ki naj bi nukleirala v trenutnem časovnem koraku
δΩ = δη Adom, (4.12)
kjer je Adom celotna površina računske domene.
Za metodo celičnih avtomatov je lahko definirana verjetnost za nukleacijo ν, ki je







= δη Ac. (4.13)
Razmerje med površino in številom celic računske domene je površina celice Ac.
Vsak časovni korak je v celicah tipa L izbrano naključno število χ, ki ima vrednost
med 0 in 1. Nukleacija se zgodi, če χ < ν. Celica, ki nukleira spremeni stanje iz L v
S in dobi številko zrna na intervalu od 1 do 10001. Zrnu se glede na njegovo številko
določi preferenčno smer rasti.
Zaradi pravil CA morajo tudi okoliške celice znotraj območja za izračun geometrijskih
lastnosti celic (poglavje 4.2.3) spremeniti stanje iz L v S.
4.3 Numerična implementacija
Numerična implementacija je napisana v programskem jeziku Fortran. Prevedena je s
prevajalnikom Intel R⃝ Fortran Compiler v sklopu programskega paketa Intel R⃝ Parallel
Studio XE 2019 Cluster Edition.
Za izvedbo simulacije je bil uporabljen osemjedrni procesor Intel R⃝ Xeon c⃝ E5-2650.





Za testiranje implementacije za rast enega samega zrna je uporabljena binarna zlitina
Al-Cu. Snovne lastnosti so zapisane v Preg. 5.1 in so pridobljene iz podatkovne baze
snovnih lastnosti [4].
Preglednica 5.1: Podatki o binarni zlitini Al-Cu.
Legirni element Cu
Masni delež [%] 2
Naklon likvidus [K] -664,4
Ravnovesno delilno razmerje [/] 0,143
Difuzijska konstanta [m2 s−1] 5e−9
Gibbs-Thomsonov koeficient [K m] 5e−7
Primerjani so rezultati rasti pri konstantni podhladitvi 1 K za 4 različne diskretiza-
cije. Začetni pogoj je manjše trdno zrno, ki se nahaja v talini z začetno koncentracijo
topljenca.
Hitrost rasti primarne dendritne veje je primerjana z analitičnim modelom LGK. Pri-
merjan je izcejni profil vzdolž dendritne veje. Osnovni kriterij je, da se dendritna veja
v celoti razvije.
LGK model zahteva neskončno veliko talino, zato je pri simulaciji upoštevana takšna
velikost računske domene, da koncentracija na robu domene ostane praktično nespre-
menjena. Poleg tega mora biti dendritna rast ustaljena. Izbrana je velikost računske
domene 1 x 1 mm2 in čas rasti 10 s. Preg. 5.2 prikazuje podatke o diskretizacijah in
računskem času za računanje na štirih jedrih procesorja.
Preglednica 5.2: Podatki o diskretizaciji računske domene in računskem času za binarno
zlitino Al-Cu.
Primer Diskretizacija Velikost celice a[µm] Računski čas [h]
A 200 x 200 5 0,11
B 400 x 400 2,5 0,16
C 600 x 600 1,66 1
D 800 x 800 1,25 1,65
22
Rezultati
5.1.1 Oblika dendritnega zrna Al-Cu
Prikazani so rezultati oblike dendritnega zrna po 10 s rasti. PrimeraA inB ne ustrezata
kriteriju za nadaljnjo analizo, saj se dendritna veja ne razvije.
(a) (b)
Slika 5.1: Oblika zrna za primer (a) A in (b) B.
(a) (b)
Slika 5.2: Oblika zrna za primer (a) C in (b) D.
5.1.2 Hitrost rasti Al-Cu
Prikazani sta hitrosti rasti konice dendritne veje. Na abscisni osi je podana razdalja




Hitrost rasti je izračunana s centralno diferenčno shemo glede na položaj konice den-
drita in časovni korak. Zaradi velikega šuma podatkov je hitrost enkrat povprečena
med hitrostjo v naslednjem, trenutnem in prejšnem časovnem koraku
v =
vt−∆t + vt + vt+∆t
3
, (5.1)
kjer je v povprečna hitrost, v pa izračunana hitrost ob določenem času. Podatek o
položaju konice dendrita je določen vsake 0,25 s.
(a)
(b)
Slika 5.3: Hitrost konice dendrita za primer (a) C in (b) D.
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5.1.3 Izcejni profil Al-Cu
Prikazana sta še izcejna profila vzdolž smeri rasti pri različnih časih rasti. Na abscisni
osi je podana razdalja od središča zrna do roba računske domene d, na ordinatni osi
pa je podana koncentracija topljenca.
Za verifikacijo sta na diagramih prikazani še ravnovesni koncentraciji kapljevite in trdne
faze, Cl in Cs in začetna koncentracija legirnega elementa C0.
(a)
(b)




Za testiranje implementacije za rast večsestavinskih zrn je uporabljena aluminijeva
zlitina EN AW-2011. V osnovi ima zlitina več legirnih elementov. V obravnavani
prevladujejo Cu, Bi, Fe in Si, ki si po masnih deležih sledijo 5,6% Cu, 0,95% Bi, 0,25%
Fe in 0,15% Si.
Zlitina ima visoko trdnost in odpornost proti utrujanju, slabo odpornost na korozijo
in zaradi visoke vsebnosti Cu slabo varivost. Ima odlično odrezovalno obdelovalnost in
se uporablja za izdelavo strojnih elementov, vijakov in kovic.
Zaradi kompleksnosti prispevkov v faznem diagramu, Bi in Fe nista upoštevana za
reševanje sistema enačb v simulaciji, upoštevana pa sta za določitev temperature tališča
zlitine.
Snovne lastnosti so pridobljene iz podatkovne baze snovnih lastnosti [4]. Upoštevana
je normalna porazdelitev nukleacije s podhladitvijo. Podatki, potrebni za simulacijo,
so zapisani v Preg. 5.3.
Preglednica 5.3: Podatki o zlitini EN AW-2011 in nukleaciji.
Legirni element Cu Si
Masni delež [%] 5,6 0,14
Naklon likvidus [K] -273,21 -642,86
Ravnovesno delilno razmerje [/] 0,225 0,21
Difuzijska konstanta [m2s−1] 3,13e−9 3,5e−9
Temperatura tališča zlitine [◦C] 643,01
Gibbs-Thomsonov koeficient [K m] 5e−7
Gostota nukleacij [m−2] 2,5e−12
Povprečje porazdelitve [K] 1,782
Standardna deviacija porazdelitve [K] 1,553
Uporabljena je računska domena 1 x 1 mm in diskretizacija 800 x 800 celic. Simulacija
je testirana za tri tokovnice, prikazane z belimi črtami na sliki 1.3b v poglavju 1.
Vsak simuliran delec ima svojo temperaturno zgodovino, ki je odvisna od tokovnice
po kateri se premika. Podatek o temperaturni zgodovini in poti delca je izračunan iz
makroskopskega modela. Temperaturna zgodovina posameznih delcev je prikazana na
Sl. 5.5. Primeri so razdeljeni glede na položaj tokovnice v aluminijevi gredici, prikazane
z belimi črtami glede v Sl. 1.3b.
Preg. 5.4 prikazuje položaj tokovnice, oznako primera, simulacijski čas in računski čas
na štirih jedrih procesorja. r označuje položaj tokovnice po koncu strjevanja v uliti
gredici, d pa premer ulite gredice.
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Preglednica 5.4: Podatki o simulacijskem in računskem času simulacije zlitine EN AW-
2011.
Položaj tokovnice Oznaka tokovnice Čas rasti [s] Računski čas [h]
r = d/2 A 20 10,8
r = d/4 B 34 18,9
r = 0 C 32 15,3
Slika 5.5: Temperaturna zgodovina delcev, ki se pomikajo po tokovnicah A, B in C.
5.2.1 ASTM indeks
V industrijski rabi je razširjen indeks zrn ASTM, ki je merilo za povprečno velikost
zrn. Določen je po standardu ASTM E112 [38]. Definiran je posredno kot
N∗zrn = 2
Z−1, (5.2)
kjer jeN∗zrn pa število zrn pri 100-kratni povečavi enega kvadratnega palca, Z pa ASTM
indeks.
V metričnem sistemu je število zrn Nzrn definirano pri 1-kratni povečavi kvadratnega
milimetra. Za pretvorbo med enotama velja relacija N∗zrn = kNzrn. Z upoštevanjem
razlike v povečavi je k = 15,5.
Število zrn je določeno kot




kjer je Ni število zrn popolnoma znotraj včrtanega kroga, Ne pa število zrn, ki jih
krožnica kroga seka. Združeni enačbi (5.2) in (5.3) sta izraz za ASTM indeks,




5.2.2 Zrnatost strukture EN AW-2011
Prikazane so simulirane in dejanske mikrostrukture za posamezne tokovnice.
(a) (b)
Slika 5.6: Zrnatost strukture na tokovnici A (a) simulacija in (b) meritev.
(a) (b)




Slika 5.8: Zrnatost strukture na tokovnici C (a) simulacija in (b) meritev.
Preglednica 5.5: Primerjava ASTM indeksov simulacij in eksperimentalnih podatkov.






5.3 Izcejni profili EN AW-2011
Prikazani so izcejni profili za posamezne tokovnice.
(a)
(b)














Rezultati binarne rasti so očitno močno odvisni od diskretizacije. V primeru pregrobe
diskretizacije se dendritne veje ne razvijejo, ampak pride do delitve konice dendrita,
kar ni fizikalno. Delitev konice dendrita očitno preprečuje večja diskretizacija.
Delitev konice dendrita je lahko preprečena tudi s postopnim zviševanjem temperature
podhladitve, namesto da zrno začne prosto rasti pri fiksni temperaturi podhladitve. To
za simulacijo strukture zrn v danem simulacijskem okolju ni ustrezno in ni prikazano.
Nukleacija se dogaja znotraj temperaturnega intervala in se zgodi tudi pri podhladitvi,
višji od testne podhladitve 1 K.
Oblika zrna po času rasti 10 s se z diskretizacijo še vedno opazno spreminja. Preizkusiti
bi bilo potrebno še finejšo mrežo in ugotoviti, do kolikšne meje algoritem konvergira.
Očitna omejitev je že računski čas. Diskretizacija v skladu s stabilnostnim kriterijem za
Eulerjevo eksplicitno shemo s kvadratom površine celice zmanjšuje maksimalni časovni
korak, s tem pa se povečuje računski čas.
Hitrost rasti konice dendrita se s povečevanjem diskretizacije približuje teoretični vre-
dnosti, tudi šum podatkov o hitrosti je manj izrazit. Za testirani primer simulacija
relativno precej preceni hitrost rasti, kar pa za simulacijo mikrostrukture pri tej hitro-
sti ne pomeni nujno veliko napako. Podhladitev se spreminja, z njo pa hitrost.
Izcejna profila sta za obe simulaciji povsem ustrezna. Na medfaznem robu se pojavi vrh
koncentracije, v notranjosti zrna pa je koncentracija precej manjša. Obe koncentraciji
se ujemata z ravnovesnima koncentracijama Cl in Cs. Na robu računske domene je
koncentracija zelo blizu začetne koncentracije.
6.2 Stabilnost
Izkaže se, da difuzijski časovni stabilnostni kriterij ne zadošča stabilnosti simulacije
večsestavinske zlitine. V trenutni implementaciji je stabilnost simulacije dosežena z
dodatnim zmanjševanjem časovnega koraka s koeficientom, ki je konstanten in določen
pred začetkom simulacije. Z doseženo stabilnostjo simulacije dodatno zmanjševanje
časovnega koraka ne vpliva na rezultate.
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V primeru prevelikega časovnega koraka se lahko pojavljajo negativne koncentracije
po računski domeni in prirast deleža trdne faze, ki je večji od celote v enem časovnem
koraku, kar ni fizikalno in v programu ni dovoljeno. V obeh primerih se program ustavi
in je potrebna nastavitev manjšega podrelaksacijskega koeficienta časovnega koraka α
ter ponovni zagon.
Glede na izbrano metodologijo je vzrok za nestabilnost verjetno v reševanju sistema
enačb. Trenutno je vsak časovni korak sistem enačb rešen enkrat, dobljen rezultat pa
je uporabljen za izračun sprememb pri novem časovnem koraku.
Sistem enačb vsebuje nelinearni člen, delež trdne faze fs. Zaradi tega bi bilo potrebno
za zanesljivejši in natančnejši rezultati sistem enačb reševati iterativno. Konvergenca
rešitve bi določala, ali je sistem enačb ustrezno rešen ali ne.
V primeru, da bi takšna rešitev omogočila stabilno delovanje simulacije pri maksimal-
nem dovoljenem časovnem koraku za stabilnost Eulerjeve eksplicitne sheme, bi bilo
potrebno preveriti smiselnost implementacije implicitne metode za reševanje transpor-
tne enačbe. Tukaj bi bil lahko računski čas še dodatno zmanjšan.
Ročna nastavitev koeficienta za časovni korak ni primerna rešitev za industrijsko apli-
kacijo programa. Od programa je za pričakovati, da bo za večino zlitin deloval stabilno,
zato je v prihodnosti predvidena avtomatska stabilizacija računanja.
6.3 Validacija
V industriji je predvsem pomembna natančna ocena končne zrnatosti strukture. Re-
zultati simulacije večsestavinske zlitine zrnatost strukture trenutno precej precenijo,
saj ASTM indeksi odstopajo za več kot 50%, očitne so razlike tudi po primerjavi slik
dejanske in simulirane mikrostrukture.
Končna struktura simuliranih zlitin je sicer v skladu s pričakovanjem. Mikrostruktura,
ki se pomika po tokovnici, ki je na koncu na robu gredice je bolj fina, bolj proti
notranjosti pa postane bolj groba.
Pomemben vpliv na končno zrnatost ima amplituda Gaussove porazdelitve nukleacij,
ηmax. Maksimalna gostota nukleacij vpliva na delež nukleiranih zrn in jo je potrebno
uskladiti z eksperimenti. Poleg tega je boljši približek dejanske porazdelitve nukleacije
logaritemsko normalna porazdelitev, ki se od Gaussove nekoliko razlikuje.
Izcejni profili nastalih struktur so ustrezni. Rezultati za to zlitino se v relativnem
merilu za posamezne tokovnice med legirnimi elementi praktično ne razlikujejo, v ab-
solutnem merilu pa se razlikujejo glede na začetno koncentracijo. Porazdelitvi Cu in
Si po strjevanju sta po računski domeni enaki. V notranjosti zrna so koncentracije
legirnih elementov manjše od nominalnih koncentracij v zlitini, proti medfaznem robu
pa koncentracija počasi narašča, kar je v skladu s pričakovanji.
V področju velikih koncentracij na medfaznem robu uporabljen fizikalni model ne
ustreza več, saj se v tistem območju pojavljajo razne kemične reakcije in drugi po-
javi, ki nimajo povezave z rastjo zrn.
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7 Zaključki
1. V simulacijsko okolje je implementirana metoda končnih volumnov za diskreti-
zacijo difuzijske enačbe in metoda celičnih avtomatov za simulacijo rasti. Im-
plementacija je izboljšala fizikalni model predhodne simulacije strukture zrn, saj
vsebuje mehanizem difuzije, ki pomembno vpliva na morfologijo in velikost zrn.
2. Izkaže se, da je simulacija strukture zrn zelo odvisna od pravil celičnih avtoma-
tov in diskretizacije računske domene. Uporabljena pravila celičnih avtomatov
dajejo ob ustrezni diskretizaciji primerno izotropne rezultate. Problematično je
reševanje sistema enačb večsestavinskih sistemov, od katerega je odvisna stabil-
nost simulacije. Trenutno ima za stabilnost simulacije veliko vlogo izbira ustrezno
majhnega časovnega koraka.
3. Simulacija je odvisna tudi od veliko zunanjih parametrov, ki so določeni z meri-
tvami. Za realne rezultate morajo biti uporabljeni merjeni podatki.
Cilj zaključne naloge je bil delno dosežen, simulacijo bo potrebno dodatno umeriti,
da bo dajala kvantitativno boljše rezultate. V trenutnem stanju je implementacija
primerna za pridobivanje ustreznih rezultatov, ni pa še optimizirana. Z odpravo izpo-
stavljenih pomanjkljivosti in pohitritvijo delovanja, lahko povsem ustreza industrijski
aplikaciji.
Nadaljnje delo
V simulacijo je potrebno vključiti logaritemsko normalno porazdelitev v modelu nukle-
acije namesto normalne porazdelitve, kot je implementirana sedaj.
V tej implementaciji lokalno taljenje medfaznega roba ni vključeno, saj so za to po-
trebna ustrezna pravila CA, ki jih je zelo težko določiti. Implementacijo je potrebno
nadgraditi, da bo upoštevan tudi ta fizikalni pojav.
Zagotoviti je potrebno stabilno delovanje brez ročnih poseganj v program. Imple-
mentacija iterativnega reševanja sistema enačb je časovno ugodna in potencialno zelo
učinkovita metoda za doseganje stabilnosti, ki bi jo bilo vredno preizkusiti.
V primeru, da je stabilnost simulacije dosežena z implementacijo iterativnega reševanja,




Numerično implementacijo je potrebno optimizirati, da bo delovala hitreje. Preveriti
je potrebno tudi, kje v simulaciji se pojavijo ozka grla in jih ustrezno odpraviti.
Obstoječo implementacijo bi lahko nadgradili z uporabo brezmrežnih metod [5, 11] za
diskretizacijo difuzijske enačbe in uporabo točkovnih avtomatov za simulacijo rasti [7].
Smiselna bi bila razširitev v 3D, s katerimi bi lahko pridobili še realnejše rezultate.
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